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Orientering

Samlingsdokument

For alman information om MSB:s kunskapsdokument i serien Berdkning av impulsbelastade
konstruktioner, se dokument B01-101. Dé&r ges bland annat 6vergripande bakgrund, en samman-
fattande beteckningslista samt referenser. For en forteckning av utgivna och kommande dokument i
serien hanvisastill dokument BO1-102.

12

Om detta dokument

| detta dokument behandlas hur responsen hos en dynamiskt belastad konstruktion kan bestdmmas.
Presenterat resonemang utgar fran belastning av ett enfrihetsgradssystem (single-degree-of-freedom
system), vilket forkortat ofta benamns som SDOF efter sin engelska férkortning. Teoretisk
bakgrund for har redovisade samband behandlasi Johansson och Laine (2012c).
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Berdkning av impulsbelastad konstruktion

2 FOrutsattningar

Ett odampat dynamiskt enfrihetsgradssystem visasi Figur 2.1 och bestar av en massa m som utsétts
for en yttre tidsberoende last F(t). Som mothall till denna last finns ett inre statiskt motstand R(u).
Detta inre motstand beskrivs har utgaende fran tre typer av responser: elastiskt, plastiskt och elasto-
plastiskt beteende, se Figur 2.2.
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Figur 2.1 Definition av ett odampat enfrihetsgradssystem, SDOF.
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Figur 2.2 Srukturell respons med antagande om: (a) linjarelastisk respons, (b) plastisk
respons, (c) elastoplastisk respons.

| Figur 2.3 illustreras tva dynamiska ytterlighetsfall —idea impulslast, med karakteristisk impulslast
l,, samt sa kallad trycklast med karakteristisk trycklast Fy. Ett godtycklig last-tidssamband F(t)
kommer att befinna sig nagonstans mellan dessa bada fall. Forenklat kan sagas att en last med kort
varaktighet gar mot ett fall motsvarande det for karakteristisk impuls och en last med lang
varaktighet gar mot ett fall med karakteristisk trycklast. Det ska dock poangteras att vad som menas
med kort respektive lang varaktighet beror pa den bel astade strukturens egenskaper.
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Berdkning av impulsbelastad konstruktion

Lagt, F Last, F
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Figur 2.3 [llustration av dynamiska ytterlighetsfall som borjar verka vid tiden t;; (a) karak-
teristisk impuls Iy, (b) karakteristisk trycklast Fy.
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Berdkning av impulsbelastad konstruktion

3 Enfrihetsgradssystem vid karakteristisk last

| Tabell 3.1 och Tabell 3.2 sammanstélls uttryck for att berékna yttre arbete, inre arbete,
forskjutning samt ekvivalent statisk last for ett enfrihetsgradssystem belastat med en karakteristisk
impuls Iy respektive en karakteristisk trycklast Fy enligt Figur 2.3. Uttryck & framtagna for
linjérelastisk, plastisk eller elastoplastisk respons.

Vid omvandling av en dynamisk last till en ekvivalent statisk last & det viktigt att fortfarande
komma ih&g att den bakomliggande lasten & dynamisk. Dettainnebar att en maximal forskjutning i
en given riktning aen kommer att resultera i en foérskjutning i motsatt riktning nér belastad
konstruktion svanger tillbaka. Dvs. vid anvandande av den framtagna ekvival enta statiska lasten bor
denna hanteras som tva olika laster — en statisk last som verkar i tva motsatta riktningar.

Tabell 3.1 Uttryck for att berékna yttre arbete, inre arbete, forskjutning samt ekvivalent statisk
last for ett enfrihetsgradssystem med linjarelastisk, plastisk eller elastoplastisk
respons som ar belastat med en karakteristisk impuls Iy enligt Figur 2.3a.

Begrepp Elastisk respons Plastisk respons Elastoplastisk respons
F,R F,R F,R
W, Kk W, W,
RIA =
Wi RIA e
> U \ i,pl U i VVi,eD .U
Ug Uyl U1 Utot
I 2 I 2 I 2
Yttre arbete W, =E, =% W, =E, = W, =E, =%
Y 2m Y 2m Y 2m
2 u
Inre arbete W, = kU2e| W, =Ru, W, = F{%“quj
Total _ Ug,
férskjutning Hor = Yo = U Ut =Up + ezll
Elastisk U = e B W = R
forskjutning " mo 4l K
Plastisk _ 12 T
forskjutning " omR LT o
Ekvivalent
Statisk |ast Qu =l Q=R Qp =R
Vinkel- . k 3 3
frekvens U'm
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Berdkning av impulsbelastad konstruktion

Tabell 3.2 Uttryck for att berékna yttre arbete, inre arbete, forskjutning samt ekvivalent statisk
last for ett enfrihetsgradssystem med linjarelastisk, plastisk eller elastoplastisk
respons som ar belastat med en karakteristisk trycklast Fy enligt Figur 2.3b.

Begrepp Elastisk respons Plastisk respons Elastoplastisk respons
F,R F,R F,R
RL_o____ K Uor = Ut + Upia
W W R \INY \Ni,ep R Wy k\_ \Ni,ep
y T T /l+
Fe—h Fy l] Fx _;/ ;
|
|
> > U : > U
Ug Ui Ug 1 Uot
Yttre arbete W, =Fu W, =Fu W, =Fu
ku,? Ug,
Inre arbete W, = 29' W =Ru, W = R{ 62” Uy 1]
Uy, F, <—
Total R
. . = u =Uu =L —_— , — F R
fOl’Skj utni ng utot uel tot pl utot Z(R— Fk) uel 1 < k <
o, F, 2R
Elastisk Y _ 2R 3 y _R
forskjutning @k 4l K
Plastisk )]0, R <R _2R-R
. - - - u | = pl1— o 1
forskjutning o, F 2R 2(R-F,)
. R F <R

Ekv_lval ent Q, = 2F, B Q, = k

statisk last -, F.>R
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Berdkning av impulsbelastad konstruktion

4 Enfrihetsgradssystem vid forfinad berakning
4.1 Koncept

| avsnitt 3 ges uttryck for hur maxima forskjutning kan bestdmmas vid belastning av en
karakteristisk impuldlast respektive en karakteristisk trycklast. Dessa uttryck fyller ett viktigt syfte
att de & enkla att anvanda samt ger en snabb och konservativ bedémning av den aktuella responsen.
For en godtycklig dynamisk last med impuls I resulterar de dock i en forskjutning som &r en faktor
o for stor om de anvands i kombination med det konservativa antagandet att I = |;. Det & darfor av
intresse att aven kunna utfora en forfinad, mer exakt bergkning, for en sadan last. Detta & mojligt
genom att introducera en korrektionsfaktor

g ::_1 (4.1)

med vilken impulsen 11 kan reduceras for att ta fram en representativ karakteristisk impul slast
| K — (42)

for vilken forskjutningen blir korrekt. Storleken pa faktorn y, beror pa aktuellt last-tidssamband
samt responsen i det system som studeras. Har utgas fran tre olika last-tidssamband, med form
enligt ekvation (4.3) och illustreradei Figur 4.1, vid elastisk eller plastisk respons.

F(t)= Fl(l— ttj ,n=0,1,2 (4.3)
1
F F F
y' N A A
n=0 n=1 n=2
Fl Fl Fl
|
' |1 I1
> > t > t
tl tj_ tl

@ (b) (©)

Figur 4.1 Last-tidssamband dar samband for forfinad berékning tagits fram: (a) rektangulér
last, (b) triangulér last, (c) kvadratiskt avtagande last. Faktorn n anger hur lasten
avtar med tiden enligt ekvation (4.3).
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Berdkning av impulsbelastad konstruktion

4.2 Elastisk respons
For ett system med elastisk respons fas ett fel, en 6kning av forskjutningen, med en faktor
0q =71 (4.4)

dar y, = (T /1)) definieras i ekvation (4.1) och beror pa kvoten mellan systemets periodtid T och
lastens varaktighet t; enligt Tabell 4.1.

Tabell 4.1 Sammanstdllning av samband mellan felet g, korrektionsfaktorn y och kvoten T/ t;
for ett system med elastisk respons och last-tidssamband enligt Figur 4.1.

Od % T/t T/t T/t
[%] [-] n=0 n=1 n=2

1 1,01 12,89 10,60 8,84

2 1,02 9,22 7,45 6,13

3 1,03 7,51 6,10 5,00

4 1,04 6,52 5,33 4,35

5 1,05 5,86 4,75 3,90
10 1,10 4,20 341 2,78
15 1,15 3,48 2,82 2,29
20 1,20 3,06 2,47 1,98
25 1,25 2,78 2,23 1,77
50 1,50 2,10 1,56 1,18
75 1,75 1,80 1,23 0,91
100 2,00 1,57 1,02 0,74
150 2,50 1,26 0,76 0,54
200 3,00 1,05 0,61 0,43
300 4,00 0,79 0,44 0,30
400 5,00 0,63 0,34 0,23
600 7,00 0,45 0,24 0,16
900 10,00 0,31 0,16 0,11

Detta innebar exempelvis att om n=1 och kvoten T/t; = 4,75 sa & felet Jq =5 %, vilket innebér
att forskjutningen ug kommer att 6verskattas med 5 % om impulsen I, = 1; approximativt anvands
som indatai uttryck enligt Tabell 3.1. Genom att istéllet anvanda lx = 11/ y, dar » = 1,05, fas dock
en korrekt forskjutning uy.
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Berdkning av impulsbelastad konstruktion

Sambanden i Tabell 4.1 & anpassade for en dynamisk last som kan liknas vid en karakteristisk
impulslast. Om lastens varaktighet & s lang att kvoten T/ t; blir liten & det dock mer lampligt att
istdllet likna den vid en karakteristisk trycklast. Sambandet mellan ekvivalent statisk last Q och
maximallasten F; kan tecknas som

Q=p-F (4.5)

dar <2 é&r en lastfaktor som beror pa forhallandet mellan systemets egenperiod T och den
dynamiska lastens varaktighet t; enligt Figur 4.2.

18 —\ \\ = n=0
AN N s
14 AN \
12 \

1.0

Y
/
/g

Lastfaktor, S [-]

0.8 <~ —

0.6

/

0.4 [ —

0.2

0.0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tidskvot, T/ t; []

Figur 4.2 Forhallande mellan lastfaktor f och tidskvot T/t;. Markeringar visar for vilka
tidskvoter som f = 1,0.
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43  Plastisk respons

For ett system med plastisk respons fas ett fel, en 6kning av forskjutningen, med en faktor
Sy=7"-1 (4.6)
dar y, = y1(ye) definierasi ekvation (4.1) och beror pakvoten

F
Ve :El 4.7)

mellan lastens maximallast F; och systemets kapacitet R enligt Tabell 4.2.

Tabell 4.2 Sammanstdllning av samband mellan felet oy och faktorerna y och ye for ett system
med plastiskt respons och last-tidssamband enligt Figur 4.1.

Jpl 1] 7F:FR1 VF:FRl VF:FRl
[%0] [-] n=0 n=1 n=2

1 1,005 100

2 1,010 52 70 77

3 1,015 35 46 52

4 1,020 27 35 39

5 1,025 21 29 32

10 1,049 11 15 17

15 1,072 7,7 10 12
20 1,095 6,0 8,0 9,0
25 1,118 50 6,7 7,5
50 1,225 3,0 4,0 45
75 1,323 2,3 31 35
100 1,414 2,0 2,7 3,0

Detta innebér exempelvis att om n=1 och y =10 s blir felet d, =15 %, vilket innebér att
forskjutningen uy kommer att Overskattas med 15 % om impulsen I = |1 approximativt anvands
som indatai uttryck enligt Tabell 3.1. Genom att istallet anvanda I = I /y, dar y = 1,072, fas dock
en korrekt forskjutning up.

44  Elastoplastisk respons

Nagra motsvarande samband som de i avsnitt 4.2 och avsnitt O ges inte héar for elastoplastisk
respons. Finns det behov av att gora en forfinad berakning for ett sadant system rekommenderas
istéllet att anvanda central differensmetod enligt dokument BO3-102.
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5 Transformation av balk till ett enfrihetsgradssystem
5.1 Koncept

| avsnitt 4 har responsen hos ett impulsbelastat och tryckbelastat enfrihetsgradssystem behandlats.
For att kunna anvanda dar presenterade uttryck pa verkliga konstruktioner & det nodvandigt att
forst transformera studerad konstruktion, exempelvis en balk, till ett enfrihetsgradssystem. Detta ar
mojligt genom att anvanda sa kallade transformationsfaktorer x som véljs sa att rorelseenergi samt
utréttat yttre- och inre arbete i balk och enfrihetsgradssystem forblir desasmma. For detta nyttjas
antagandet att utbdjningsformen hos belastad balk bibehdlls oavsett lastniva, ndgot som gor det
mojligt att beskriva utbojningen langs hela balken genom att enbart ange forskjutningen i en punk.
Denna punkt, den sa kallade systempunkten, ges egenskaper sa att dess forskjutning us motsvaras av
deni ett ekvivalent enfrihetsgradssystem, se Figur 5.1.

Omvandling av balken till ett ekvivalent enfrihetsgradssystem gors genom att i systempunkten

applicera en massa m, en dampning c, en mothallande kraft R(u) samt en yttre last F(t). | Figur 5.1
jamfors ingaende parametrar i en balk med dem for ett ekvivalent enfrihetsgradssystem.

——— e |Fo
b = [ T
b

m
N | R() iic(u)
|

Figur 5.1 Jamforelse av parametrar ingaende hos balk samt i ekvivalent enfrihetsgradssystem.

Kopplingen mellan balk och ekvivalent enfrihetsgradssystem kan med antagande om linjérel astisk
respons, R(u) = ku, tecknas som

m=x.m, (5.1)
C=K,C, (5.2
k =x.k, (5.3)
F=x.F, (5.4)

dar my, cp, ky 0ch Fp, motsvarar balkens aktuella massa, dampning, styvhet samt yttre last och « &
transformationsfaktorer for respektive egenskap. Darmed kan uttrycket for det dynamiska systemet
andras fran

mui + cu + ku = F(t) (5.5)
till

K myU+ K C U+ K KU = k. Fy (t) (5.6)
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Berdkning av impulsbelastad konstruktion

En impulslast &r ett kortvarigt forlopp varvid dampningens betydelse & liten for den resulterande
maximala forskjutningen. Det & darfor vanligt att pa saker sida bortse fran dampningens inverkan.
Med utgangspunkt fran att dampningen férsummas kan ekvation (5.6) skrivas om som

K .. K
_mrnou+_k

ku=F, (1) (5.7)
Ke Ke

och genom att |ata

K =0 (58)
Ke
samt nyttja att
Kk = KF (5.9)

safés att den dynamiska grundekvationen for det omvandlade systemet kan uttryckas som

K m+ku=F,(t) (5.10)
For ett godtyckligt system kan dettaistéllet tecknas som

KM+ R (u)=F,(t) (5.11)
dér Ry(u) beskriver balkens respons vid statisk belastning. Enda skillnaden mellan ekvation (5.5)
och ekvation (5.10) & att parametern kyr i den senare har applicerats pa bakens massa m. |

praktiken innebér detta att det enbart & balkens massa som behdver transformeras for att omvandla
balken till ett enfrihetsgradssystem medan styvhet (inre kraft) och last & samma som for balken.
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52 Transfor mationsfaktor er

Grunduttryck for bergkning av « ges i Tabell 5.1. For eastisk och plastisk respons fas olika
utbojningsformer, vilket ocksa paverkar resulterande varden pa «. | Figur 5.2 exemplifieras denna
skillnad i utbgjningsform for en fritt upplagd balk utsatt for en jamnt utbredd last. Harledda «-
varden for ett antal vanliga belastningsfall gesi Tabell 5.2 och Tabell 5.3.

Tabell 5.1 Grunduttryck fér berdkning av x-varden dar mv(x), M(x) samt u’(x) anger massa
per langdenhet, moment respektive krokning i snitt x.

Beskrivning Transformationsfaktor Beskrivning Uttryck
Bevarandeav | . _ T m(x)-u(x)” dx Massa m, = XFm'(X)dx
rorel seenergi "2 m-u’ A
sovraear | b)), | R = a0
yttre arbete o, Ry b x=0q
Bevarandeav | _ _ le M (x)-u"(x) dx
inre arbete < J FRu
q q
E— ———
o e R e ok
™ flytled

Figur 5.2 Utbdjningsform hos en fritt upplagd balk belastad med en jamnt utbredd last nar
ingdende linjarel astisk respektive plastisk respons antas. Vid plastisk respons fas, via
flytledsteori, samma utbéjningsform oberoende av randvillkor.
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Berdkning av impulsbelastad konstruktion

Tabell 5.2 Sammanstdllning av transformationsfaktorer km ke samt ke fOr balk med vari-
erande randvillkor och belastad med punktlast. Svart punkt markerar system-
punktens lage.

Punktlast
l 4 l AP l j—.l
b RO r {4 HoN

Utbojningskurva el astiskt fall
Ko 0,486 0,371 0,445 0,236
Ke 1,000 1,000 1,000 1,000
K o 0,486 0,371 0,446 0,236

Utboj ningskurva plastiskt fall
Ko 0,333 0,333 0,333 0,333
Ke 1,000 1,000 1,000 1,000
K o 0,333 0,333 0,333 0,333

Tabell 5.3 Sammanstdllning av transformationsfaktorer km kg samt ke for balk med vari-
erande randvillkor och belastad med jamnt utbredd last. Svart punkt markerar
systempunktens lage.

Jamnt utbredd last
/e ] =
Utbojningskurva el astiskt fall
K 0,504 0,406 0,483 0,257
K 0,640 0,533 0,600 0,400
K or 0,787 0,762 0,805 0,642
Utbojningskurva plastiskt fall
K 0,333 0,333 0,333 0,333
K 0,500 0,500 0,500 0,500
K oe 0,667 0,667 0,667 0,667
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6

Respons for balk

Respons for balk baseras painformation i avsnitt 3. Genom att kombinera uttryck i Tabell 3.1 med
ekvation (5.11) i avsnitt 5.1 kan uttryck enligt Tabell 6.1 tas fram. For en balk med rektangulart
tvarsnitt enligt Figur 6.1 ges uttryck for ekvivalent statisk last samt resulterande moment i

Tabell 6.2.

Vid kapacitetskontroll géller for elastisk och plastisk respons att gy < grq respektive att Gy < 6;q, dér
index rd betecknar maximal kapacitet.

Tabell 6.1 Uttryck for att berékna yttre arbete, inre arbete, forskjutning samt ekvivalent statisk
last for balk med linjarelastisk eller plastisk respons som & belastat med en
karakteristisk impuls I.

Begrepp Elastisk respons Plastisk respons
2 2
Yitrearbete | W, =E, =—* W, =E =—*
2K e M, 2K e M,
K, U~ _
Inre arbete W, = Wi o =Ry
’ 2
Total _ _
forskjutning Yo =g Yo = Uy
Elastisk u, = _
forskjutning K Mo,
Plastisk ~ _
forskjutning P2k MR,
Vinke- o = | Ko
X -
frekvens KM
Ekvivalent | _ | El, q i°
StaIISk|85t o KmFrno alg p KmF'p'I 'epl
Faktor for _E, 1 0,
randvillkor 3K, U =75
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q
Ms,1< ' )Msz densitet, p 1 h
E 5
} ! | b }
Figur 6.1 Balk for framtagning av ekvivalent statisk last och moment. Beteckningar Mg1 och
Ms2 representerar de stédmoment som uppstar av balkens aktuella randvillkor.
Tabell 6.2 Ekvivalent statisk last och moment for balk enligt Figur 6.1 med linjarelastisk eller
plastisk respons som ar belastat med en karakteristisk impuls I.
Begrepp Elastisk respons Plastisk respons
Ekvivalent q, = E  i-h q, = i”
statisk last * Vi2k a-p 12 " 2 hpuy
Ekvivalent | 1 i-h E 1 i%-
— M, +M_, )+ M, = . — M, +M L )+M =——
moment 2( sl 5,2) f 16\/5 K e0l-p 2( sl s,2) f 8k P le
Faktor for Q= El, 1 O,
. - 3 u —_
randvillkor >k L

De i Tabell 6.2 redovisade uttrycken visar vilken betydelse som olika parametrar har pa det
resulterande momentet hos en impulsbelastad balk. Motsvarande uttryck for momentet i en statiskt
belastad balk fas som

1 |2

L n, )om, =

B

(6.1)

och jamfors detta med uttrycken for ekvivalent moment i Tabell 6.2 framgar en tydlig skillnad. Den
stora betydelse som spannvidden har for det resulterande momentet i en statiskt belastad balk —
proportionel It mot |2 — férsvinner helt hos en impulsbelastad balk med elastisk respons och minskas
till att enbart vara proportionellt mot | for en balk med plastisk respons. Vidare far balkens massa,
via densiteten, en betydande inverkan pa resulterande moment. For en elastisk balk medfor en okad
styvhet — via elasticitetsmodul E och tvarsnittshdjd h — ett 6kat resulterande moment medan en stor
rotationskapacitet hos en plastisk balk innebér ett minskat moment.
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