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1 Orientering

1.1 Samlingsdokument

For allman information om MSB:s kunskapsdokument i serien Berdkning av impulsbelastade
konstruktioner, se dokument B01-101. Dar ges bland annat 6vergripande bakgrund, en samman-
fattande beteckningslista samt referenser. FOr en forteckning av utgivna och kommande dokument i
serien hanvisas till dokument B01-102.

1.2 Om detta dokument

I detta dokument ges en beskrivning av Central differensmetod som &r en explicit, numerisk 16s-
ningsmetod som kan anvandas for att berdkna den dynamiska responsen hos en impulsbelastad
konstruktion. Metoden &r ett komplement att anvandas for mer detaljerade berdkningar an de hand-
berdkningsmetoder som presenteras i dokument B02-101 och kan anvandas vid godtycklig struktur-
respons och godtycklig last.
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2 Numerisk I6sningsmetod

2.1 Linjar respons
Central differensmetod &r en explicit I6sningsmetod for att 16sa den dynamiska grundekvationen
mui + cu + ku = F(t) (2.1)

dar m, c, k och F(t) & massa, ddmpning, styvhet respektive yttre last samt i, u och u ar accelera-
tion, hastighet respektive forskjutning.

Med explicit 16sningsmetod menas att 16sning av forskjutningen u vid tiden t+At, har betecknat som

““u, beraknas utgaende fran en jamvikt vid tiden t. Detta innebér att ekvation (2.1) kan skrivas
som

m'ti+c'u+k'u = F(t) (2.2)

dar indexet anger tidpunkten som den aktuella parametern tillhr. Sa till exempel syftar ‘i pa

accelerationen vid tiden t och “*u pa hastigheten vid tiden t+4t. Massan m, ddmpningen ¢ och
styvheten k galler samtliga for tiden t, dvs. m ='m, ¢ = 'c samt k = 'k.

| central differensmetod ansatts accelerationen vid tiden t till

Iu'_ 1

_ A_tz(tmtu _2tu+t—Atu) (2.3)

och hastigheten vid tiden t till
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vilket insatt i ekvation (2.2) ger att forskjutningen vid tiden 7+4¢ kan skrivas som
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Det kan noteras att samtliga termer i hogerledet ar fran tiden t eller t-At, vilket innebar att forskjut-

ningen “*u kan l6sas ut direkt frén redan kand information. Satts ddmpningen till noll, 'c =0,
vilket for en impulsbelastad konstruktion &r en rimlig approximation pa saker sida, sa kan
ekvation (2.5) forenklas till

t t
ot - -2 Ju T 26)
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Av ekvation (2.5) och (2.6) framgar att centrala differensmetoden inte ar sjalvstartande eftersom det
vid berdkning av forskjutningen “'u i det forsta tidssteget behdvs information om férskjutningen vid
tiden -At. FOr att 16sa detta anvands ett séarskilt startsteg vilket uttrycks som

A 2
8ty =0y — A0 + 2L 0y (2.7)

och som behdver anvandas i en numerisk berdkning for att kunna starta analysen.

2.2  Olinjar respons

| ekvation (2.6), ges ett uttryck for att berdkna forskjutningen ““u utgéende fran information i
foregaende tidssteg t och t-4z. Vid harledning av detta uttryck har en linjarelastisk materialrespons
forutsatts i form av styvheten k. Det &r dock relativt enkelt att &ven nyttja dessa uttryck for ett fall
med olinjar materialrespons. Eftersom styvheten k ='k anges for tiden t vid berdkning av
forskjutningen vid tiden t+At sa ar det majligt att anvanda en sekantstyvhet for att beskriva en
olinjar respons. Genom att lata 'k = 'k(‘'u) = k(u(t)), dvs. styvheten vid tiden t &r en funktion av
aktuell respons u(t), sa kan en godtycklig materialrespons beraknas.

For ett system med elastisk respons sa galler for styvheten att
'k = k = konstant (2.8)

medan den for ett system med godtycklig respons istéllet utgér sekantstyvheten i aktuellt tidssteg
sasom illustreras i Figur 2.1, dvs.

Ukt k (2.9)

Det som egentligen &r av intresse att beskriva med 'k i ekvation (2.6) &r inte styvheten som sédan
utan den inre kraft

‘R="k-"u (2.10)
som &r verksam i tidssteget t.
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Figur 2.1 Tangentstyvhet k vid tiden t for system med godtycklig respons.
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Pa samma sétt kan styvheten pa avlastningen anpassas efter 6nskat fall. Genom att i berakningarna
halla reda pa om aktuell styvhet ska motsvara en av- eller palastning kan styvheten anpassas efter
aktuellt forhallande. Exempelvis ar det majligt att for en plastisk respons lata av- och palastningen
motsvara en dnskad linjérelastisk styvhet for att vid en 6kad deformation, med vaxande plastiska
tojningar, lata aktuell sekantstyvhet ta éver. | Figur 2.2 illustreras hur en avlastning sker vid tiden t;.
For ett system med plastiska egenskaper kommer en sadan avlastning ske med en styvhet
motsvarande den inledande tangentstyvheten, dvs. med styvhet k(u(tp)). Efter en elastisk avlastning
fran forskjutning u(t-As) till u(t) ska i nasta tidssteg, tj+4z, en styvhet k(u(t)) anvéndas i
ekvation (2.6) for att korrekt beskriva den inre kraft R(u(tj)) som verkar i systemet for att berdkna
forskjutningen u(tj+Az).
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Figur 2.2 Styvhet vid avlastning for system med plastiska egenskaper.

2.3  Stabilitet

Att en I6sning ar stabil innebéar att felaktigheter i begynnelsevillkoren, pa grund av exempelvis
avrundningsfel, inte véaxer i den fortsatta berakningen. Om nyttjat tidssteg ar for stort, At > Aty,, fas
ett fel som véxer till sadana proportioner att I6sningen snabbt blir oanvandbar.

Centrala differensmetoden ar villkorligt stabil vilket innebéar att tidssteget At maste understiga ett
sadant minsta kritiskt tidssteg Aty for att en acceptabel 16sning ska erhallas. Detta kritiska tidssteg
kan uttryckas som

A, =2 =2 M (2.11)
w

Uppfylls inte detta villkor fungerar inte I6sningsmetoden. Det ska dock poangteras att det av
noggrannhetsmassiga skél, framforallt for ett enfrihetsgradsystem, kan vara nédvandigt med ett
betydligt mindre tidssteg. Vilket tidssteg som ar lampligt i ett givet fall beror pa en kombination av
lastens utformning och systemets responstid men ett tidssteg av en storleksordning motsvarande en
hundradel av lastens varaktighet fungerar ofta bra. Dvs. valt tidssteg Az, bor uppfylla

A <9t (2.12)
100

dar t; ar lastens varaktighet.
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